6-дәріс.  Шартты экстремум есептерінің негізгі типтері. 
Лагранж есебі. Изопериметрлік есеп.

6.1. Лагранж есебі. 
6.1.1. Негізгі теориялық мәліметтер

	Айталық,
                                             
болсын. Осы  облысында 
=                                      (1)
функционалын қарастырамыз.функциясы берілген облыстағы өз айнымалылары бойынша қажетмізше дифференциалданады деп санаймыз. Сонда  
=0,                                     (2)
шартында (1) функционалының экстремумын табу есебі туындайды
	Бұл есеп ақырлы байланысы бар шартты экстремум есебі деп аталады.  Механикада олар голономды делінеді. Мұндағы (2) теңдеуі тәуелсіз, яғни

rang g =m,

сонымен қатар бұл байланыстар шекаралық шарттармен үйлестрілген деп есептелінеді. Соңғысы кезіндеіг шекаралық шарттар  (2) теңдеуін қанағаттандырады деген сөз.
	Теорема. Егер функциясы (2) байланыс  теңдеуін қанағаттандырып, (1) функционалын экстремумге жеткізсе, онда осы функция 
                             .  (3)
 функционалының экстремәлі болатын ,   )    функциялары  да табылады.

 функциялары  Лагранж көбейткіштері деп аталады да, 
 функциясы  Лагранж функциясы делінеді. Есептің тек қана (2)  дифференциалдық байланыстарын, сонымен қатар  шеттік шарттарымен  ерекшеленетін оның түрлі модификацияларын  қамтитын дербес жағдайлары  Лагранж есебі деп аталады. Бұл есеп 1788 жылы  Ж.Л.Лагранждың  «Аналитикалық механика» кітабында жарық көрген еді.	
Жоғарыдағы (2) шартында (1) функционалының экстремумын табу үшін:
	1) Эйлер теңдеуі  (3) функционалы үшін жазылады:

           2) осы жүйені (2) байланыс  теңдеулерімен толықтырады;
	3) алынған теңдеулер тобынан  функцияларын табады.
4) шекаралаы шарттардан интегралдау тұрақтыларын табады.
Ескертпе. (1) функционалының экстремумын табу есебінің қарастырылған әдісі 	дифференциалдық байланыстың  =0,        жағдайында да ақиқат Механикада мұндай  байланыстар голономды емес делінеді.                            
6.1.2. Есеп шығару мысалдары
Мысал 1. =  
функционалының
, , 
шеттік шарттарын және

байланыс теңдеуін анағаттандыратын экстремумын табайық.
Шешімі. Лагранж функциясын құрамыз:
.
Эйлер теңдеулерінің жүйесін және байланыс теңдеуін жазамыз. Мұндағы


болғандықтан,
[image: ]
Жүйенің жалпы шешімін табамыз. Жүйенің жалпы алғашқы екі теңдеуін қоссақ: 
[image: ]
Белгілеу енгіземіз: Сонда    Осыдан

яғни    Байланыс теңдеуінен алатынымыз:
Соңғы  екі теңдеуді қоссақ:
                                       немесе
                                       
Ендеше


=0.
Шеттік шарттардан  белгісіз тұрақтыларды анықтаймыз:

	Осыдан    
	Лежандр шарты орындалады  (максимум): =-2,=4>0.
      Якоби теңдеуі        Якоби шарты орындалады. Вейерштрасс шартын тексерейік:


.
Берілген функционал  функционалдарында әлді максимумге жетеді:
  
6.1.2. Практикалық сабақ тапсырмалары
Лагранж есебін шығарыңыздар:
1) =  
, , 
            2) =  
, , 
           =  
, , 
=  
, , 
          =  
 , 
           6)=                                 , 
	7)=  
 , 
	8) =
 , , 
           9)=  
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Жауаптары:
1)
2)
3) 
4) 
5) 
6) 
7)
8)
9) 
10) 

6.2. Изопериметрлік есеп
6.2.1. Негізгі теориялық мәліметтер
=                                      (1)
функционалының                                 (2) 
шеттік шарттары мен қосымша 
                                                    (3)                                       
шарттарындағы экстремумын табу есебі изопериметрлік есеп деп аталады.
         Теорема. Егер (2) мен (3) шарттарын қанағаттандыратын 
функциясы (1) функционалын экстремумге жеткізсе, онда осы функция 
                             .  (4)
 функционалының  да экстремәлі болатын ,   )   тұрақты сандары   табылады. Мұндағы сандары  Лагранж көбейткіштері деп аталады да, 
 функциясы  Лагранж функциясы делінеді.
Жоғарыдағы (2),  (3)  шарттарында (1) функционалының экстремумын табу үшін:
	1) Эйлер теңдеуі  (4) функционалы жазылады:

           2) осы жүйені (3) байланыс  теңдеулерімен толықтырады;
	3) алынған теңдеулер тобынан  сандарын табады.
4) шекаралық шарттардан интегралдау тұрақтыларын табады.

6.2.2. Есеп шығару мысалдары
	Мысал 1. Изопериметрлік есепті шығарайық:
 =    
	Шешімі. Лагранж функциясын жазамыз
,
Сонда ,    . Ендеше Эйлер теңдеуі 
Немесе . Осыдан + .
Лагранж көбейткішін табу үшін изопериметрлік шартты қолданамыз 

Интегралдаған соң алатынымыз 
  Шекаралық шарттардан алатынымыз:,       Cонда,   ,   .   
Сонымен, функционал  кезінде экстремумге жетуі мүмкін.
Лежандр шарты =2
Якоби шарты , 
Вейерштрасс шарты
 -
Берлген функционал  қисығында әлді минимумге жетеді:


 .
6.2.3. Практикалық сабақ тапсырмалары
Изопериметрлік есепті шығарыңыздыр:
1) =    
2) =    
3) =    
4) =    
5) =    
6) =
    
7)=
    
8)=
 
9) 
10)
                
         11) 
     
         12) 


13) 
14) 
15)  
16) 
 
17) =    
18) =    
19) =    
20) =    
21) =    
22) =
    
23)=
    
24)=
 
25) 
Жауаптары:
1)
2)
3) 
4) 
5) 6 6) 
7)
8) және  
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